
Algebrikèc Domèc I (2017-2018)
Frontisthriakèc ask seic #1

1. JewroÔme to sÔnolo S = R \ {0} twn mh mhdenik¸n pragmatik¸n arijm¸n. OrÐ-
zoume thn pr�xh ∗ : S × S → S sto S wc ex c

a ∗ b = |a|b.

(aþ) Na deiqjeÐ ìti h pr�xh ∗ eÐnai kal� orismènh kai prosetairistik .

(bþ) Na deiqjeÐ ìti up�rqei e ∈ S ¸ste e ∗ b = b gia k�je b ∈ S. EpÐshc na
deiqjeÐ ìti an a ∈ S tìte up�rqei b ∈ S me a ∗ b = e.

(gþ) 'Eqei h S oudètero stoiqeÐo; EÐnai h S om�da;

2. Na deiqjeÐ ìti to anoiktì di�sthma (−1, 1) ⊂ R apoteleÐ abelian  om�da me pr�xh

x ∗ y =
x+ y

1 + xy

3. 'Estw (G, ∗) mia om�da me oudètero stoiqeÐo e. An to sÔnolo G eÐnai peperasmèno
me �rtio pl joc stoiqeÐwn na deiqjeÐ ìti up�rqei stoiqeÐo a ∈ G me a 6= e tètoio
¸ste a ∗ a = e.

4. 'Estw (G, ∗) mia om�da me oudètero stoiqeÐo e. An isqÔei

x ∗ x = e

gia k�je x ∈ G deÐxte ìti h om�da G eÐnai abelian .

5. 'Estw (G, ∗) mia om�da me oudètero stoiqeÐo e kai a, b, c ∈ G. DeÐxte ìti ta
akìlouja eÐnai isodÔnama

(aþ) a ∗ b ∗ c = e

(bþ) b ∗ c ∗ a = e

(gþ) c ∗ a ∗ b = e

6. 'Estw C = R2. Sto sÔnolo C orÐzoume dÔo pr�xeic +, · wc ex c:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

(aþ) DeÐxte ìti ta zeÔgh (C,+) kai (C \ {(0, 0)}, ·) eÐnai abelianèc om�dec, kai
ìti h pr�xh · eÐnai epimeristik  epÐ thc pr�xhc +.

(bþ) Jètoume i = (0, 1) ∈ C kai an a ∈ R jètoume ã = (a, 0) ∈ C. DeÐxte ìti an

z ∈ C tìte up�rqoun monadik� a, b ∈ R tètoia ¸ste z = ã+ b̃ · i. Epiplèon
deÐxte ìti i · i = (̃−1).
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Algebrikèc Domèc I (2017-2018)
Frontisthriakèc ask seic #2

1. Gia k�je mia apì tic parak�tw om�dec na brejoÔn toul�qiston dÔo mh-tetrimmènec
gn siec upoom�dec

(Z,+), (Q,+), (S3, ◦), (8Z,+), (GL2(R), ·).

2. Na prosdiorisjeÐ h kuklik  upoom�da < A > thc genik c grammik c om�dac
GL2(R) h opoÐa par�getai apì ton pÐnaka A, ìpou A eÐnai ènac ek twn pin�kwn

A =

(
1 1
−1 0

)
, A =

(
1 1
0 −1

)
, A =

(
1 1
0 1

)
, A =

(
1 1
1 0

)
.

3. DeÐxte ìti an H kai K eÐnai dÔo upoom�dec miac abelian c om�dac (G, ∗), tìte to
uposÔnolo

H ∗K = {h ∗ k : h ∈ H, k ∈ K}

eÐnai upoom�da thc G. EpÐshc na apodeÐxete me thn bo jeia antiparadeÐgmatoc ìti
o isqurismìc den alhjeÔei ìtan h om�da G den eÐnai abelian .

4. (aþ) An H,K eÐnai upoom�dec miac om�dac G deÐxte ìti h ènwsh H ∪ K eÐnai
upoom�da an kai mìno an eÐte H ⊆ K eÐte K ⊆ H.

(bþ) DeÐxte ìti den up�rqei om�da pou na eÐnai ènwsh dÔo gnhsÐwn upoom�dwn
thc.

(gþ) DeÐxte ìti h om�da (U(Z8), ·) eÐnai ènwsh tri¸n gnhsÐwn upoom�dwn thc.

5. (aþ) SumbolÐzoume me T to sÔnolo twn migadik¸n arijm¸n me mètro Ðso me 1,
dhlad 

T = {z ∈ C : |z| = 1}

Na deiqjeÐ ìti to T apoteleÐ upoom�da tou (C∗, ·).
(bþ) SumbolÐzoume me U to sÔnolo twn migadik¸n arijm¸n z me thn idiìthta na

up�rqei jetikìc akèraioc n ¸ste zn = 1. DeÐxte ìti to U eÐnai upoom�da
thc (T, ·).

(gþ) 'Estw m jetikìc akèraioc. Jètoume

Um = {z ∈ C : zm = 1}.

H Um onom�zetai om�da twn m-stwn riz¸n thc mon�doc sto C. DeÐxte ìti
h Um eÐnai upoom�da thc (U, ·).

(dþ) DeÐxte ìti U = ∪∞m=1Um. Epiplèon, deÐxte ìti gia k�je jetikì akèraio m h
om�da Um eÐnai kuklik  kai ìti h om�da U den eÐnai kuklik .
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6. 'Estw n,m dÔo jetikoÐ akèraioi, kai

H1 = nZ = < n >, H2 = mZ = < m >

oi kuklikèc upoom�dec thc om�dac (Z,+) oi opoÐec par�gontai apì touc fusikoÔc
arijmoÔc n,m antÐstoiqa. Na prosdiorisjeÐ h om�da H1 ∩H2.

7. 'Estw G peperasmènh kuklik  om�da me taxh |G| ≥ 3. DeÐxte ìti to pl joc twn
gennhtìrwn thc G eÐnai �rtio.

8. 'Estw ìti (G, ∗) eÐnai mia om�da kai a, b, x ∈ G. DeÐxte ìti

ord(x−1 ∗ a ∗ x) = ord(a) = ord(x ∗ a ∗ x−1), ord(a ∗ b) = ord(b ∗ a).

EpÐshc deÐxte ìti ord(a−1) = ord(a).

9. 'Estw ìti (G, ∗) eÐnai mia om�da, H mia upoom�da thc G kai x ∈ G. Jètoume

xHx−1 = {xhx−1 : h ∈ H}.

DeÐxte ìti h xHx−1 eÐnai upoom�da thc G kai ìti # (xHx−1) = #H.

10. Na eurejeÐ h t�xh tou stoiqeÐou a thc om�doc (G, ∗), ìpou

a = [2]3, (G, ∗) = (Z3,+), a = [6]10, (G, ∗) = (Z10,+),
a = i, (G, ∗) = (C∗, ·), a = −i, (G, ∗) = (C∗, ·),
a = −1 + i

√
3, (G, ∗) = (C∗, ·), a = (−1 + i

√
3)/2, (G, ∗) = (C∗, ·).

11. Na eurejeÐ h t�xh ìlwn twn stoiqeÐwn thc om�doc G = (U(Z14), ·) twn anti-
streyÐmwn akeraÐwn modulo 14. EÐnai h om�da G kuklik ;

12. BreÐte to pl joc twn gennhtìrwn miac kuklik c om�dac me t�xh n, ìtan n = 5,
n = 8, n = 12, n = 60.

13. BreÐte ìlouc touc genn torec thc om�doc Um twn m-stwn riz¸n thc mon�dac sto
C ìtan m = 4, m = 17, m = 24, m = 31.

14. BreÐte ìlouc touc genn torec twn om�dwn (Z10,+), (Z12,+), (Z15,+).

15. Poièc eÐnai oi dunatèc t�xeic gia tic upoom�dec twn epìmenwn kuklik¸n om�dwn

(Z,+), (Z6,+), (Z8,+), (Z12,+), (Z60,+), (Z17,+) ;

16. DeÐxte ìti mia om�da G èqei peperasmèno pl joc upoom�dwn an kai mìno an h
om�da G eÐnai peperasmènh.

17. Na deiqjeÐ ìti mia om�da G èqei akrib¸c dÔo upoom�dec an kai mìno an h G eÐnai
kuklik  t�xhc p, ìpou p pr¸toc.

18. 'Estw ìti h G eÐnai kuklik  om�da t�xhc n. 'Estw m ènac jetikìc diairèthc tou
n. DeÐxte ìti h G èqei akrib¸c φ(m) stoiqeÐa t�xhc m, ìpou φ eÐnai h sun�rthsh
φ tou Euler.
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Algebrikèc Domèc I (2017-2018)
Frontisthriakèc ask seic #3

1. Na brejoÔn oi aristerèc pleurikèc kl�seic thc upoom�dac H sthn om�da G ìtan:

H =< 5 >= 5Z, G = Z, H =< 9 >= 9Z, G = Z

2. Na brejoÔn oi aristerèc pleurikèc kl�seic thc upoom�dac < [6]12 > sthn om�da
(Z12,+) kai thc < [6]12 > sthn (upo)om�da < [2]12 > thc (Z12,+) .

3. JewroÔme tic akìloujec (kuklikèc) upoom�dec thc S3

H =
〈( 1 2 3

1 3 2

)〉
, K =

〈( 1 2 3
2 3 1

)〉
.

Na brejoÔn oi dexièc kai aristerèc pleurikèc kl�seic (dexi� kai arister� sÔmplo-
ka) twn upoom�dwn H, K sthn S3.

4. JewroÔme thn diedrik  om�da D4 t�xhc 8. Gia k�je stoiqeÐo a ∈ D4 na upologÐ-
sete thn t�xh thc kuklik c om�doc < a > pou par�gete apì to a kai tic dexièc
pleurikèc kl�seic thc upoom�dac < a > sthn D4.

5. JewroÔme thn om�da (Z12,+), kai thn om�da eujÔ ginìmeno G = Z12 × Z12.
'Estw H to akìloujo uposÔnolo thc G:

H = { ([a]12, [b]12) ∈ G : 3 | a, 3 | b }.

DeÐxte ìti to sÔnolo H eÐnai upoom�da thc G kai upologÐste ton deÐkth [G : H].

6. 'Estw ìti (G, ∗) eÐnai mia om�da kai ìti H ≤ G eÐnai mia upoom�da thc Na deiqjeÐ
ìti to pl joc twn arister¸n sumplìkwn (pleurik¸n kl�sewn) thc H sthn G
isoÔtai me to pl joc twn dexi¸n sumplìkwn (pleurik¸n kl�sewn) thc H sthn G.

7. 'Estw ìti (G, ∗) eÐnai mia om�da, H,K dÔo upoom�dec thc G kai a, b ∈ G. An
a ∗H = b ∗K deÐxte ìti H = K.

8. BreÐte ton deÐkth [G : H] thc upoom�dac H ≤ G ìtan H = nZ kai G = Z.

9. BreÐte ton deÐkth [G : H] thc upoom�dac H ≤ G ìtan G = R× R kai

H = {(x, y) ∈ R× R : x = y}.
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10. 'Estw ìti (G, ∗) eÐnai peperasmènh om�da, kai H,K dÔo upoom�dec thc G.

(aþ) Upojètoume ìti h t�xh thc H eÐnai pr¸toc arijmìc p pou den diaireÐ thn
t�xh thc K. DeÐxte ìti H ∩K = {e}.

(bþ) Upojètoume ìti oi om�dec H,K èqoun t�xh ton Ðdio pr¸to arijmì p kai
H 6= K. DeÐxte ìti H ∩K = {e}.

11. BreÐte upoom�da H thc pollaplasiastik c om�dac (R∗, ·) ètsi ¸ste [R∗ : H] = 2.

12. 'Estw G om�da me t�xh #G < 300 h opoÐa èqei dÔo upoom�dec H,K me t�xeic
#H = 24 kai #K = 54. BreÐte thn t�xh thc G.

13. 'Estw (G, ∗) om�da kai a, b ∈ G stoiqeÐa peperasmènhc t�xhc me thn idiìthta
a∗ b = b∗a. Upojètoume ìti o Mègistoc Koinìc Diairèthc twn ord(a) kai ord(b)
eÐnai 1. DeÐxte ìti

ord(a ∗ b) = ord(a) · ord(b).

14. 'Estw G peperasmènh abelian  om�da. Jètoume

M = { ord(a) : a ∈ G }.

'Estw m to mègisto stoiqeÐo tou M . DeÐxte ìti am = eG gia k�je a ∈ G.
Epiplèon, deÐxte ìti to apotèlesma den isqÔei an G = S3.

15. 'Estw ìti p, q eÐnai pr¸toi arijmoÐ, kai (G, ∗) mia om�da. Na deiqjeÐ ìti:

(aþ) An h t�xh thc G eÐnai pq, tìte k�je gn sia upoom�da H thc G eÐnai kuklik .

(bþ) An h G eÐnai abelian  me t�xh pq kai p 6= q, tìte h G eÐnai kuklik .

(gþ) Up�rqoun abelianèc om�dec t�xhc p2 pou den eÐnai kuklikèc.

16. 'Estw G mia (ìqi aparaÐthta peperasmènh) om�da kai H,K dÔo upoom�dec thc
G me K ≤ H. An o deÐkthc [G : K] eÐnai peperasmènoc, tìte na deiqjeÐ ìti oi
deÐktec [G : H] kai [H : K] eÐnai peperasmènoi kai isqÔei ìti

[G : K] = [G : H] · [H : K]

17. 'Estw G mia (ìqi aparaÐthta peperasmènh) om�da kai H,K dÔo upoom�dec thc
G, twn opoÐwn o deÐkthc sthn G eÐnai peperasmènoc. DeÐxte ìti o deÐkthc thc
upoom�dac H ∩K eÐnai epÐshc peperasmènoc. Epiplèon deÐxte ìti an o Megistoc
Koinìc Diairèthc twn arijm¸n [G : H] kai [G : K] eÐnai 1 tìte

[G : H ∩K] = q

ìpou q sumbolÐzei to El�qisto Koinì Pollapl�sio twn arijm¸n [G : H] kai
[G : K].
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Algebrikèc Domèc I (2017-2018)
Frontisthriakèc ask seic #4

1. Se k�je mia apì tic epìmenec peript¸seic na exetasteÐ an h apeikìnish pou orÐzetai
eÐnai omomorfismìc om�dwn kai an eÐnai na upologisteÐ o pur nac thc:

(1) φ : Z→ Z, φ(k) = k − 1.

(2) φ : (R∗, ·)→ (R∗, ·), φ(a) = |a|.
(3) φ : S3 → S3, φ(a) = a−1.

(4) φ : Z6 → Z2, φ([a]6) = [a]2.

2. 'Estw G om�da. Na deiqjeÐ ìti ta epìmena eÐnai isodÔnama:

(1) H G eÐnai abelian .

(2) H apeikìnish f : G→ G, f(a) = a−1 eÐnai omomorfismìc.

(3) H apeikìnish h : G→ G, h(a) = a2 eÐnai omomorfismìc.

(4) H apeikìnish r : G×G→ G, r(a, b) = ab eÐnai omomorfismìc.

3. (1) DeÐxte ìti h apeikìnish f : Z→ Z, f(a) = 2a eÐnai monomomorfismìc pou
den eÐnai epÐ.

(2) DeÐxte ìti h apeikìnish h : C∗ → C∗, h(a) = a2 eÐnai epimorfismìc pou
den eÐnai èna proc èna.

4. D¸ste par�deigma mh-tetrimmènou omomorfismoÔ   dikaiolog ste giatÐ den up�r-
qei mh-tetrimmènoc omomorfismìc f : G→ H ìtan

f : Z12 → Z5, f : Z12 → Z4, f : Z3 → Z,
f : Z3 → S3, f : Z→ S3, f : S3 → S4

5. (1) UpologÐste to sÔnolo twn omomorfism¸n Z→ Z.
(2) UpologÐste to sÔnolo twn omomorfism¸n Z→ Z6.

(3) UpologÐste to sÔnolo twn omomorfism¸n Z6 → Z.
(4) UpologÐste to sÔnolo twn omomorfism¸n Z25 → Z15.

(5) UpologÐste to sÔnolo twn omomorfism¸n Z→ Q.

(6) UpologÐste to sÔnolo twn omomorfism¸n Q→ Z.

6. 'Estw ìti G eÐnai mia �peirh om�da. DeÐxte ìti h G eÐnai kuklik  an kai mìno an
k�je upoom�da H 6= {e} thc G einai isìmorfh me thn G.
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Algebrikèc Domèc I (2017-2018)
Frontisthriakèc ask seic #5

1. BreÐte ìlec tic upoom�dec twn parak�tw om�dwn kai sqedi�ste to di�gramma
Hasse twn upoom�dwn thc.

(1) Z3, (2) Z9, (3) Z27, (4) Z15, (5) Z45, (6) Z30, (7) Z36.

2. JewroÔme ta akìlouja stoiqeÐa thc S6:

σ=

(
1 2 3 4 5 6
3 1 4 5 6 2

)
, τ=

(
1 2 3 4 5 6
2 4 1 3 6 5

)
, µ=

(
1 2 3 4 5 6
5 2 4 3 1 6

)
.

(1) Na prosdiorisjoÔn oi troqièc thc χ stic opoÐec diamerÐzetai to sÔnolo
{1, 2, 3, 4, 5, 6}, ìtan χ = σ, τ kai µ.

(2) Na prosdiorisjeÐ h an�lush se xènouc kÔklouc twn τ, µ, σ, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6.

(3) Na prosdiorisjoÔn oi t�xeic ord(σ), ord(τ), kai ord(µ).

(4) Na upologisteÐ h met�jesh σ2018.

(5) Na upologistoÔn ta stoiqeÐa:

σ ◦ τ ◦ σ−1, σ−1 ◦ τ ◦ σ, τ ◦ σ ◦ τ−1, µ ◦ τ ◦ µ−1.

(6) Na epilujeÐ wc proc x ∈ S6 h exÐswsh: x ◦ σ ◦ x−1 = (1, 2, 3, 4, 5, 6).

(7) Na deiqjeÐ ìti den up�rqei x ∈ S6 ¸ste: x ◦ σ ◦ x−1 = τ .

3. Na deiqjeÐ ìti to prìshmo miac met�jeshc σ thc Sn eÐnai Ðso me to prìshmo thc
antÐstrofhc met�jeshc σ−1.

4. 'Estw ìti σ, τ ∈ Sn, n ≥ 2. Na deiqjeÐ ìti:

(1) IsqÔei σ ◦ τ ◦ σ−1 ◦ τ−1 ∈ An.

(2) IsqÔei σ ◦ τ ◦ σ−1 ∈ An an kai mìno an τ ∈ An.

5. Na deÐxete ìti k�je stoiqeÐo σ ∈ An, n ≥ 3, mporeÐ na grafeÐ san ginìmeno
3-kÔklwn.

6. Na deÐxete ìti an n ≥ 4 h enall�ssousa om�da An den eÐnai abelian .

7. Na deÐxete ìti h enall�ssousa om�da A4 èqei upoom�dec t�xeic 1, 2, 3, 4 kai 12,
all� den èqei upoom�da t�xhc 6.

8. Na brejeÐ to di�gramma Hasse thc enall�ssousac om�dac A4.
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Algebrikèc Domèc I (2017-2018)
Frontisthriakèc ask seic #6

1. 'Estw G mia om�da kai H mia peperasmènh upoom�da thc G me thn idiìthta ìti
h H eÐnai h monadik  upoom�da thc G me t�xh #H. Na deÐxete ìti h H eÐnai
kanonik .

2. 'Estw (G, ∗) mia om�da kai H mia kanonik  upoom�da thc G. 'Estw a, b ∈ G me
a ∗ b ∈ H. DeÐxte ìti b ∗ a ∈ H. EpÐshc, breÐte upoom�da H thc S3 kai a, b ∈ S3

¸ste a ◦ b ∈ H, en¸ b ◦ a /∈ H.

3. 'Estw G om�da. DeÐxte ìti h tom  opoioud pote pl jouc kanonik¸n upoom�dwn
thc G eÐnai kanonik  upoom�da thc G.

4. 'Estw f : G1 → G2 ènac omomorfismìc om�dwn.

(1) An H eÐnai mia kanonik  upoom�da thc G1, na deÐxete ìti h f(H) eÐnai ka-
nonik  upoom�da thc om�dac f(G1). BreÐte par�deigma, ìpou h upoom�da
f(H) den eÐnai kanonik  upoom�da thc om�dac G2.

(2) An K eÐnai mia kanonik  upoom�da thc G2, na deÐxete ìti h f−1(K) eÐnai
kanonik  upoom�da thc om�dac G1.

5. JewroÔme thn upoom�da Z thc prosjetik c om�dac R. DeÐxte ìti eÐnai kanonik 
upoom�da kai na brejoÔn ìla ta stoiqeÐa peperasmènhc t�xhc thc om�dac phlÐko
R/Z.

6. JewroÔme thn upoom�da T thc om�dac (C∗, ·), ìpou

T = {z ∈ C : |z| = 1}.

DeÐxte ìti h upoom�da T eÐnai kanonik  kai ìti h om�da phlÐko C∗/T eÐnai
isìmorfh me thn pollaplasiastik  om�da twn jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n.

7. BreÐte tic t�xeic twn om�dwn phlÐko

Z6/(< [3]6 >), Z60/(< [12]60 >), Z60/(< [39]60 >).

8. BreÐte thn t�xh tou stoiqeÐou:

(1) [5]12 +H sthn om�da phlÐko Z12/H, ìpou H = < [4]12 > .

(2) [26]60 +H sthn om�da phlÐko Z60/H, ìpou H = < [12]60 > .

9. Na deiqjeÐ ìti up�rqoun isomorfismoÐ om�dwn:

(1) (Z× Z)/H me thn om�da Z2 × Z, ìpou H = < (2, 2) > .

(2) (Z2 × Z4)/H me thn om�da Z2, ìpou H = < ([0]2, [1]4) >

(3) (Z2 × Z4)/H me thn om�da Z2 × Z2, ìpou H = < ([0]2, [2]4) > .
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Algebrikèc Domèc I (2017-2018)
Frontisthriakèc ask seic #7

1. DeÐxte ìti ta epìmena sÔnola mazÐ me tic anaferìmenec pr�xeic apoteloÔn daktu-
lÐouc:

(1) R = {m/n ∈ Q | m,n ∈ Z, n perittìc} mazÐ me tic sun jeic pr�xeic
prìsjeshc kai pollaplasiasmoÔ twn rht¸n arijm¸n.

(2) R = {m/2k ∈ Q | m, k ∈ Z} mazÐ me tic sun jeic pr�xeic prìsjeshc kai
pollaplasiasmoÔ twn rht¸n arijm¸n.

(3) R = {a + b
√
2 | a, b ∈ Z} mazÐ me tic sun jeic pr�xeic prìsjeshc kai

pollaplasiasmoÔ twn pragmatik¸n arijm¸n.

(4) R = {a+ b
√
2+ c

√
3+ d

√
2
√
3 | a, b, c, d ∈ Q} mazÐ me tic sun jeic pr�xeic

prìsjeshc kai pollaplasiasmoÔ twn pragmatik¸n arijm¸n.

(5) R = {a + bi | a, b ∈ Q} ìpou i2 = −1, mazÐ me tic sun jeic pr�xeic
prìsjeshc kai pollaplasiasmoÔ twn migadik¸n arijm¸n.

2. Na deiqjeÐ ìti to sÔnolo migadik¸n 2× 2 pin�kwn

H = {
(

a c
−c a

)
| a, c ∈ C}

me tic sun jeic pr�xeic prìsjeshc kai pollaplasiasmoÔ pin�kwn apoteleÐ èna
daktÔlio diaÐreshc. O daktÔlioc H kaleÐtai o daktÔlioc diaÐreshc twn tetranÐwn
tou Hamilton.

3. 'Estw (R,+, ·) ènac daktÔlioc. Na deÐxete ìti to uposÔnolo

Z(R) = {r ∈ R | r · x = x · r, ∀x ∈ R}

eÐnai ènac upodaktÔlioc tou R. O upodaktÔlioc Z(R) kaleÐtai kèntro tou daktu-
lÐou R. Gia n ≥ 2 breÐte to kèntro tou daktulÐou Rn×n twn n× n pragmatik¸n
pin�kwn.

4. Na prosdioristoÔn ìloi oi diairètec tou mhdenìc twn epìmenwn daktulÐwn:

(1) Z4, (2) Z5, (3) Z6, (4) Z2 × Z4, (5) R2×2.

5. Na prosdioristoÔn ta antistrèyima stoiqeÐa twn epìmenwn daktulÐwn:

(1) Z10, (2) Z11, (3) Z2 × Z4, (4) R2×2, (5) H.

6. 'Estw R peperasmènoc daktÔlioc me mon�da 1R kai toul�qiston dÔo stoiqeÐa.
Upojètoume ìti an a, b ∈ R \ {0} tìte a · b 6= 0. DeÐxte ìti o R eÐnai daktÔlioc
diaÐreshc.

7. 'Estw R peperasmènh akèraia perioq . DeÐxte ìti o R eÐnai s¸ma.
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1. 'Estw R, S daktÔlioi me mon�da kai èstw f : R → S ènac mh mhdenikìc omomor-
fismìc daktulÐwn. Na deÐxete ìti f(1R) = 1S, se k�je mia apì tic akìloujec
peript¸seic:

(1) O omomorfismìc f eÐnai epimorfismìc.

(2) O daktÔlioc S den èqei diairètec tou mhdenìc.

2. 'Estw R, S daktÔlioi me mon�da kai èstw f : R→ S ènac omomorfismìc daktulÐwn
me thn idiìthta f(1R) = 1S. DeÐxte ìti gia k�je antistrèyimo stoiqeÐo x ∈ R to
stoiqeÐo f(x) ∈ S eÐnai antistrèyimo kai isqÔei f(x−1) = (f(x))−1.

3. 'Estw R metajetikìc daktÔlioc me mon�da kai 1R 6= 0R. DeÐxte ìti o R eÐnai s¸ma
an kai mìno an o R èqei akrib¸c dÔo ide¸dh.

4. 'Estw f : R→ S omomorfismìc metajetik¸n daktÔliwn me mon�da me thn idiìthta
f(1R) = 1S.

(1) DeÐxte ìti an J ide¸dec tou S tìte to f−1(J) eÐnai ide¸dec tou R. Epiplèon
deÐxte ìti an to J eÐnai pr¸to ide¸dec tou S tìte kai to f−1(J) eÐnai pr¸to
ide¸dec tou R.

(2) DeÐxte ìti an f epimorfismìc kai J megistotikì (maximal) ide¸dec tou S
tìte to f−1(J) eÐnai megistotikì ide¸dec tou R.

(3) 'Estw f : Z→ Q h ènjesh. DeÐxte ìti h f eÐnai monomorfismìc daktulÐwn.
BreÐte megistotikì ide¸dec J tou daktulÐou Q ¸ste to f−1(J) na mhn eÐnai
megistotikì ide¸dec tou Z. EpÐshc deÐxte ìti an n ≥ 2 akèraioc kai I = nZ,
tìte to I eÐnai ide¸dec tou Z, all� to f(I) den eÐnai ide¸dec tou Q.

5. Na brejeÐ, gia n ≥ 2, h qarakthristik  twn daktulÐwn

Z15 × Z10, Z× Z15, Zn[x], R2×2, (Z2)
2×2.

6. (1) 'Estw S upodaktÔlioc tou daktulÐou twn akeraÐwn Z. DeÐxte ìti up�rqei
n ∈ Z me S = nZ. 'Ara to S eÐnai ide¸dec tou Z.

(2) BreÐte par�deigma upodaktÔliou tou daktulÐou Z×Z, o opoÐoc na mhn eÐnai
ide¸dec tou Z× Z.

7. 'Estw n ≥ 2. Na brejoÔn ìla ta pr¸ta kai ìla ta megistotik� (maximal) ide¸dh
tou daktulÐou Zn.

8. BreÐte ìla ta ide¸dh I tou daktulÐou Z12. Gia kajèna apì aut� na perigr�yete
ton daktÔlio phlÐko Z12/I, dhlad  breÐte gnwstì daktÔlio me ton opoÐo na eÐnai
isìmorfoc o daktÔlioc phlÐko Z12/I.

10


